Poznamka k rozSirovani lipschitzovskych funkci

Vv

Metoda rozsiteni lipschitzovskych funkci v 3.2.8 da trochu obecné&jsi tvrzeni, které mize byt vhodné v nékterych
situacich.

Véta. Konstrukce lipschitzovskych funkci
Nechi (X, p) je neprdzdny pseudometricky prostor, A C X, A # 0 a ¢ : A — R. Pak ndsledujict funkce jsou
lipschitzovské pro libovolné k > 0 na podprostorech v (X, p), kde maji viasmi hodnoty:

P(x) =sup{p(z) —kp(z,2);z € A}, 7(x)=inf{p(z) +kp(z,2);z € A}.

Plati 7 < ¢ < ¢ na A. Nerovnost 1) < T na A plati, pravé kdyz ¢ je lipschitzovskd s konstantou k (potom ) = p = 7
on A, < 1na X ap, T maji viastni hodnoty na celém X).

Diikaz. Plati () > —oo, 7(z) < co. Vezmeme libovolné =,y € X anapf. oo > ¢(x) > 1 (y). Chceme dokazat
P(x) —Y(y) < kp(z,y). Prokazdé e > 0 existuje zg € A, Ze ¢(z9) — k p(x, z0) > P(x) — €. Pak

() —(y) < (e(20) — kp(x, 20) + €) — ((20) — kp(y, 20)) =k (p(y, z0) — p(z, 20)) + < kp(z,y) +¢,

coz implikuje dokazovanou nerovnost. Postup pro funkci 7 je podobny.

Nerovnosti 7(x) < () < 9(z) pro € A dostaneme dosazenim z = z do definic funkei ¢, 7. Pokud plati
¥ < T1naA,jey =7 = pnaA atedy @ je lipschitzovska s konstantou k. Dokazeme, Ze je-li ¢ lipschitzovska s
konstantou k, je 1» < 7 dokonce na X. Pfedpoklddejme, Ze existuje z € X, Ze ¥(x) > 7(x). Pak existuji u,v € A, Ze

p(u) = kp(x,u) > o) + kp(z,v) = p(u) — p(v) > k(p(z,u) + p(z,v)) > kp(u,v),

cozZ je spor s lipschitzovskou vlastnosti funkce (. Potom je —oco < ¢ < 7 < cona X. O

Jako disledek miZzeme uvést specidlni piipad véty o vloZeni lipschitzovské funkce mezi dvé dané funkce.

Dusledek. Vlozeni lipschitzovské funkce
Nechi (X, d) je metricky prostor a g, h : X — R jsou omezend zobrazeni, g < h. Jestlize d(x,y) > g(y) — h(z) pro
vSechna x,y € X, pak existuje lipschitzovskd funkce F : (X, d) — R s viastnosti g < F < h.

Diikaz. Definujeme F(z) = inf{h(y)+d(z,y); y € X}. Z definice je ziejmé (pro volbu y = x), Ze F' < h. UkdZeme,
7e F > g. Pfedpoklddejme opak, tj. existuje x € X s vlastnosti F'(x) < g(z). Z vlastnosti infima plyne existence y,
ze h(y) + d(z,y) < g(z), coz davd spor. O

Vlastnost d(z,y) > g(y) — h(z) je trochu podivnd. D4 se nahradit podminkami, Ze mnoZiny h~*((—oo,r]) a
g ! ([s, oo)) maji kladné vzddlenosti pro kazdé r < s. Dlikaz je ovSem obtizngjsi. Z téchto podminek snadno plyne
Hahnova véta 6.4.2 (a tedy Tietzova véta 3.2.6), ale i rozSifovaci véta pro stejnomérné spojita zobrazeni 3.2.7, kterd
z Hahnovy véty neplyne. PouZije se stejnomérna spojitost lipschitzovskych funkci. Uvedeny disledek je specidlnim

pripadem obecné véty D. Preisse a J. Vilimovského pro uniformni prostory.



